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1   Introducción 
La modelación matemática del flujo de agua en un río consiste en intentar conocer los valores que toman las 
variables hidráulicas (calado, velocidades, caudal, etc.) a partir de la resolución por métodos numéricos de unas 
ecuaciones obtenidas con una serie de hipótesis. La modelación matemática es siempre una aproximación a la 
realidad, tanto mejor cuanto más se adapten las ecuaciones de partida y el esquema numérico para su resolución 
al fenómeno real que se está estudiando. 

La modelación matemática ha evolucionado paralelamente a la capacidad de los ordenadores, al desarrollo del 
cálculo numérico en general y al desarrollo de la modelación numérica en áreas de conocimiento próximas. Así, 
por ejemplo, el estudio de la mecánica de gases ha contribuido en la puesta a punto de técnicas de discretización 
y esquemas numéricos específicos que luego han podido ser readaptados a problemas concretos como la 
resolución del flujo de agua en lámina libre. 

Para el estudio de los efectos de la propagación de avenidas en ríos, y en concreto para la obtención de valores 
de las velocidades y niveles de agua, se han usado en el pasado, y todavía se usan mayoritariamente actualmente, 
modelos unidimensionales en régimen permanente gradualmente variado y fondo fijo. Estos pueden ser una 
herramienta suficiente para estudios donde la evolución temporal no sea un factor a tener en cuenta y el flujo sea 
eminentemente unidimensional. Este tipo de modelos se basan en esquemas numéricos relativamente simples 
pero eficaces, pueden considerar cambios de régimen, cauces con geometrías complejas y con llanuras de 
inundación y singularidades tales como azudes, puentes, pasos bajo vía, etc.  

En el caso que el proceso a estudiar sea claramente no permanente se debe recurrir a las ecuaciones 
unidimensionales del régimen gradualmente variable o ecuaciones de Saint Venant unidimensionales. Para 
intentar resolver estas ecuaciones se han utilizado en el pasado gran cantidad de esquemas numéricos distintos, 
algunos de ellos con las ecuaciones completas y muchos otros con distintas simplificaciones consistentes en 
despreciar los términos con menor contribución, dando lugar a los métodos conocidos como métodos 
hidrológicos, onda cinemática y onda difusiva. La razón para no utilizar las ecuaciones completas, que es poder 
reducir el tiempo de cálculo, tiene menos sentido actualmente que hace unos años. Los llamados modelos cuasi-
bidimensionales que resuelven las ecuaciones de Saint Venant en una dimensión y usan técnicas simplificadas 
para tener en cuenta la inundación de las llanuras adyacentes al cauce. 

La necesidad de estudiar fenómenos más complejos donde la hipótesis de unidimensionalidad se aleja demasiado 
de la realidad, y la observación que en la naturaleza se encuentran muchas situaciones donde el flujo parece ser 
efectivamente bidimensional, es decir, predominan las dimensiones horizontales sobre la vertical, conduce al 
desarrollo de los esquemas bidimensionales. Para ello se pueden hacer distintas aproximaciones según se trate de 
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estudiar un problema fluvial o de ingeniería marítima, según cuales sean las principales fuerzas determinantes 
del movimiento del agua, y según qué variables interese conocer. 

A pesar de la progresión de las técnicas informáticas que han impulsado la evolución de los modelos numéricos 
en el campo de la hidráulica, los algoritmos de los modelos más comúnmente utilizados para el estudio de 
problemas reales están relativamente alejados de los últimos esquemas desarrollados en las Universidades y 
centros de investigación. 

La aparición de los modelos comerciales ha comportado la existencia de unas herramientas relativamente 
sencillas de utilizar. Algunas se han popularizado en gran manera y se están convirtiendo en estándares a la hora 
de estudiar problemas hidráulicos concretos, como la propagación de avenidas en ríos. Los modelos 
desarrollados por grupos de investigación incorporan esquemas de resolución novedosos, permiten simular de 
manera correcta fenómenos que los modelos comerciales no permiten simular o proporcionan soluciones poco 
aproximadas, y pueden modificarse para adaptarse a las particularidades de cada problema, aunque no son tan 
amigables ni vistosos como los modelos comerciales. 

2   Régimen permanente gradualmente variado 
Para el estudio de los niveles y velocidades de agua en ríos, la aproximación que sin duda se ha utilizado más es 
la de flujo unidimensional y régimen permanente gradualmente variado. Por sencillez de programación y de 
discretización del dominio, y a veces por falta de información en las condiciones de contorno en régimen no 
permanente (hidrogramas), ésta es la metodología que más se utiliza incluso hoy. Las hipótesis fundamentales 
para este tipo de aproximación son movimiento unidimensional, régimen permanente y fondo fijo. La ecuación 
fundamental es la  conservación de la energía entre dos secciones de río, aunque también se utiliza la ecuación 
de conservación de la cantidad de movimiento para fenómenos locales, como pueden ser cambios de régimen, y 
otras ecuaciones más o menos empíricas para otros efectos locales como puentes, azudes, etc. En general estos 
esquemas de cálculo están del lado de la seguridad cuando el objetivo es conocer los niveles máximos en 
avenida, ya que la lámina de agua que se obtiene con ellos suele estar por encima de la envolvente de calados 
máximos que se obtendrían con un modelo en régimen variable y un hidrograma cuyo caudal punta fuera el 
caudal utilizado en el cálculo en régimen permanente. 

Métodos para la resolución numérica de este tipo de flujo se pueden encontrar en libros generales de hidráulica 
de lámina libre, siendo el más utilizado entre ellos el conocido método paso a paso. 

2.1 Hipótesis y ecuaciones 

Los tres aspectos básicos en cuanto a la adecuación de estos modelos a la realidad son: 

1.- Consideran un caudal de circulación constante en todo el tramo de estudio, sin posibilidad de 
variación temporal. 

2.- El fondo es fijo y no erosionable. Esto sin duda tiene influencia en los niveles de agua. 

3. Movimiento unidimensional 

4. La curvatura de la superficie libre es pequeña y por tanto la distribución de presiones en una vertical 
es la hidrostática. 

De esta manera se establece la ecuación de conservación de la energía o ecuación de Bernoulli: 
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donde: 

– x es la abscisa, positiva en la dirección del flujo, 
– z es la cota de la solera, 
– y es el calado, 
– v es la velocidad media de la sección, 
– g es la aceleración de la gravedad, 
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– I es la pendiente motriz, evaluada mediante la fórmula de Manning. 
– α es el coeficiente de Coriolis 
 
Las pérdidas de energía por unidad de peso y por unidad de longitud (pendiente motriz (I)), pueden estimarse 
mediante una expresión propia del movimiento uniforme, como es la fórmula de Manning:  
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donde: 

– n es el coeficiente de rugosidad de Manning, 
– v es la velocidad media en la sección considerada, 
– Rh es el radio hidráulico de la sección (igual al cociente A/p, A: área del flujo, p: perímetro mojado).  

2.2 Esquema numérico de resolución. Método paso a paso 

La ecuación de conservación de la energía discretizada para un tramo entre dos secciones (1 aguas arriba y 2 
aguas abajo) separadas una distancia L queda: 
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z ss la cota del fondo, y el calado, v la velocidad media de la corriente,  g la aceleración de la gravedad, α el 
coeficiente de distribución de velocidadess de Coriolis que se estima en cada sección a partir de la distribución 
de velocidades , I es la pendiente motriz en el tramo entre las secciones 1 i 2, λ los coeficientes de pérdidas 
localizadas y ∆H las pérdidas por estrechamiento o ensanchamiento del cauce. 

La ecuación anterior expresa la conservación de la energía (por unidad de peso) del flujo. La energía en la 
sección 1 es igual a la energía en la sección 2 más la energía perdida entre ambas (pérdidas continuas IL y 

localizadas ( / ( ))λv g2 2∑ ). 

 

Plano de referencia 

Fondo 

Superficie libre 

Línea de energía 
2
1

1·2

v

g
α  

2
2

2·2

v

g
α  

y2 

y1 

z1 
z2 

∆H 

 

Figura 1  Energía entre dos secciones de cálculo 

El cálculo de los niveles de agua utilizando la ecuación de conservación de la energía, en el supuesto más común 
de régimen subcrítico, consiste en calcular el nivel de agua en la sección 1 (z1+y1), a partir del nivel en la sección 
2 (z2+y2) siuada aguas abajo. El método exige un proceso iterativo ya que el término de la energía cinética 
(αv2/2g), la pendiente motriz I y las pérdidas de carga localizadas son función del nivel de agua en la sección 1. 

Como valor de la pendiente motriz I en el tramo de longitud L situado entre dos secciones 1 y 2 se puede tomar 
el valor promedio en 1 y 2, o sea (I1+ I 1)/2. I2 es conocido y I1 tiene un valor distinto en cada iteración, igual que 
pasa conα1v

2/2g. Existen otras opciones para la pendiente motriz del tramo como la media geométrica 



 

 

4

1 2I I I= + , la media harmónica, 1 2 1 22 /( )I I I I I= + , o la expresión 2 2
1 2 1 2( ) /( )I Q Q K K= + +  sindo 

2/3 /K ARh n= . Para distintos tipos de flujo (lento, rápido) y dependiendo de si la pendiente motriz es menor 

o mayor que la pendiente geométrica, alguna de las expresiones anteriores es más adecuada que otra. En general, 
la última de ellas es una buena expresión de compromiso para cualquer tipo de flujo. 

Las perdidas localizadas participan también en el proceso iterativo ya que se expresan en función de las 
características de las secciones 1 y 2. Como hecho típico de la irregularidad de los cauces naturales se consideran 
unas pérdidas por estrechamiento y ensanchamiento que responden a la expresión:  
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donde generalmente se emplea λe=0.1 en estrechamientos y λe=0.3 en ensanchamientos . 

En régimen lento el cálculo se realiza desde aguas abajo hacia aguas arriba. Cuando una sección es precedida 
aguas arriba por otra más estrecha o más alta es posible que no exista solución en régimen lento. Ello indica que 
en este tramo el río funcionará en régimen rápido, pero la solución en régimen rápido que se obtiene con el 
método paso a paso no es la correcta por no considerar la energía disipada en el resalto. 

En régimen rápido el cálculo debe realizarse desde aguas arriba hacia aguas abajo. En caso de haber alternancia 
de regímenes una manera de trabajar es: 1) calcular en régimen lento desde aguas abajo hacia aguas arriba, en 
aquellas secciones en que no exista solución en lento se supone calado crítico para poder seguir integrando aguas 
arriba. 2) calcular en régimen rápido desde aguas arriba hacia aguas abajo, en aquellas secciones en que no haya 
solución en régimen rápido se supone calado crítico para poder seguir integrando hacia aguas abajo. 3) En los 
tramos en que solo se ha encontrado una solución (en lento o rápido) esa es la correcta. 4) En los tramos  en los 
que se ha encontrado solución tanto al realizar el cálculo en lento como en rápido, se debe ver cual de las dos 
tiene mayor fuerza específica, y aquella es la correcta. 

2.3 Modelos comerciales: Hec-Ras 

Los modelos que permiten estudiar cauces fluviales mediante la aproximación unidimensional y régimen 
permanente gradualmente variado son los más extensamente utilizados por su sencillez y amplia difusión. Entre 
ellos destaca el modelo HEC-RAS del Hydraulic Engineering Center (HEC) del U.S. Army Corps of Engineers. 
Este modelo ha ido evolucionando con el tiempo y aumentando sus capacidades, de manera que permite 
representar ríos con cambios de régimen, secciones compuestas irregulares, puentes, pasos bajo vías, uniones, 
etc. A su vez, posee cómodas interfaces gráficas para representar la geometría y ver los resultados, comparando 
distintas hipótesis de funcionamiento, y realizar informes. Su limitación principal es la de sus hipótesis 
principales: régimen permanente e unidimensional.  

HEC-RAS es un programa   de uso libre, desarrollado por el Hydrologic Engineering Center del USACE 
(www.hec.usace.army.mil). El programa permite calcular redes fluviales y permite considerar elementos 
especiales como puentes, azudes, compuertas, tubos, etc. 

El estudio para un río determinado se llama un proyecto, y en cada proyecto puede haber diversos planes, siendo 
cada plan una combinación de una geometría determinada con unas condiciones de flujo dadas (caudales y 
condición de contorno). 

 

Figura 2  Pantalla principal de HEC-RAS. 
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El programa es sencillo de utilizar y muy amigable, de manera que es fácil obtener resultados. Hay toda una serie 
de aspectos que se deben vigilar, los principales se comentan a continuación: 

2.3.1 Elección de secciones, interpolaciones entre secciones y su repercusión en el cálculo 

Se deben escoger las secciones por puntos representativos del río. La distancia entre secciones depende del tipo 
de flujo y de la geometría del cauce, pero como orden de magnitud sería entre 1 y 5 veces el ancho del río. 

Abusar de la opción de interpolación entre secciones puede conducir a error, el programa puede considerar que 
el proceso iterativo ha convergido por estar las secciones muy próximas  si la diferencia de energía entre ellas es 
inferior a la tolerancia de cálculo, acumulándose el error sección a sección y resultando una lámina de agua 
incorrecta. Eso ocurre especialmente en régimen rápido próximo al crítico. En la Figura 3 y Figura 4 se aprecia 
el posible error al considerar secciones demasiado juntas.  

 

Figura 3  Resultados Riera de Les Arenes. Separación entre secciones de 25m (correcto). 

 

Figura 4  Resultados Riera de Les Arenes. Separación entre secciones de 5m (incorrecto). 
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2.3.2 Tolerancias de cálculo 

Tolerancias de cálculo demasiado grandes pueden conducir igualmente a soluciones incorrectas. Con la 
velocidad de los ordenadores actuales no tiene sentido no poner tolerancias pequeñas. En la Figura 5 se aprecia 
el error que se puede producir si se utiliza una tolerancia de cálculo demasiado grande. El proceso converge a la 
primera iteración por lo que no se está resolviendo correctamente la ecuación de la energía. 

 

Figura 5  Resultados Riera Les Arenes. Convergencia 0.02m (valor demasiado elevado). 

3   Régimen variable en una dimensión 
El régimen variable se suele subdividir en régimen gradualmente variable, cuando las variaciones en calado y 
caudal se producen en tiempos prolongados y distancias grandes (como la propagación de una avenida en un 
gran río en régimen lento), y en régimen rápidamente variado cuando estas variaciones tienen lugar en tiempos 
cortos y distancias reducidas (resalto hidráulico en un río de montaña, frente de onda producido por una rotura de 
presa, etc.). 

3.1 Hipótesis y ecuaciones 

Las ecuaciones que describen el régimen variable en lámina libre en una dimensión son las ecuaciones de Saint 
Venant que sirven para describir tanto el régimen gradualmente variable, como el rápidamente variable. Estas 
ecuaciones no se pueden resolver para geometrías reales con métodos analíticos. 

Muchos problemas de hidráulica general, y hidráulica fluvial en concreto, tienen un carácter marcadamente 
unidimensional. Otras veces la unidimensionalidad no es tan clara pero el hecho de tratarlo como un problema 
bidimensional no es posible por distintas razones, como por ejemplo, de obtención de información necesaria. 

Para la obtención las ecuaciones de Saint Venant unidimensionales, a partir de las leyes de conservación de la 
masa y de la cantidad de movimiento, se realizan las siguientes hipótesis básicas: 

1. Profundidad de la capa de agua pequeña con relación a las otras dimensiones del problema. 

2. Distribución hidrostática de presiones en la vertical 

3. Pendiente de solera reducida. 

4. Fondo fijo 
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Las ecuaciones de Saint Venant para canal no prismático que resultan son:  
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utilizando como variables el área de la sección mojada A  y el caudal circulante Q . 1I es la fuerza debida a la 

presión del agua en una sección, que puede escribirse como el momento geométrico, o momento de primer orden 
de la sección respecto de la superficie libre: 

 1
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donde b  es el ancho superficial y h  el calado. 2I es la contribución de las fuerzas de presión del contorno 

definida como: 
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En canales prismáticos, aunque tengan una sección cualquiera, el término 2I  es idénticamente igual a cero, 

mientras que en canales no prismáticos es distinto de cero.  

Si en las ecuaciones unidimensionales para cauces no prismáticos incorporamos la ecuación de continuidad en la 
del movimiento, podemos obtener otra forma de las mismas ecuaciones, en forma no conservativa, como: 
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Se pueden encontrar otras expresiones para las ecuaciones de Saint Venant en forma no conservativa, utilizando 
por ejemplo las variables (A, u) en lugar de (A, Q), o fusionando la pendiente del fondo y el gradiente del calado 
en una sola derivada que exprese la variación de la cota de la superficie libre, etc.,  

3.2 Esquemas numéricos de resolución 

3.2.1 Esquemas unidimensionales clásicos 

Los esquemas numéricos clásicos (por contraposición a los esquemas de alta resolución desarrollados más 
recientemente) de resolución de las ecuaciones completas de Saint Venant unidimensionales en lámina libre se 
pueden clasificar en tres grandes grupos, que son el método de las características, los métodos en diferencias 
finitas y los métodos en elementos finitos.  

Merecen un comentario aparte los métodos que utilizan las ecuaciones de Saint Venant simplificadas, 
entendiendo como tales aquellos que prescinden de alguno de los términos de la ecuación del movimiento. Estos 
son básicamente los métodos hidrológicos, que desprecian completamente la ecuación del movimiento (entre los 
cuales destaca el método de Muskingum), el método de la onda cinemática, que sólo considera el término de 
fricción y de la pendiente de la solera en la ecuación del movimiento, el método de la onda difusiva que incluye 
además los términos de presión, y el método de la onda dinámica cuasi-permanente, que tan solo desprecia el 
término de la aceleración local. Este último tenía sentido cuando la capacidad y velocidad de los ordenadores era 
limitada, pero lo ha ido perdiendo a lo largo del tiempo, mientras que los otros dos se emplean a menudo en 
cálculos hidrológicos donde no se justifica el esfuerzo (de información necesaria y desarrollo del modelo) de un 
modelo de onda dinámica (ecuaciones completas). 

De entre los métodos que utilizan las ecuaciones completas de Saint Venant, o métodos de onda dinámica, el 
método de las características tiene un gran significado físico, ya que aprovecha las propiedades físicas de 
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transmisión de la información en el espacio y el tiempo. El método de las características, en general puede servir 
para canales prismáticos, pero su aplicación para canales no prismáticos y de geometría irregular es de una 
enorme complejidad y resultados poco fiables, por lo que no son adecuados, ni han sido utilizados, para cauces 
fluviales. 

Los métodos en diferencias finitas pueden clasificarse en diferencias finitas explícitas y diferencias finitas 
implícitas dependiendo de si el proceso de encontrar la solución a lo largo del tiempo lo hacen punto por punto 
en la malla de discretización espacial del dominio, o bien resolviendo conjuntamente todos los puntos de la malla 
en cada instante. Asimismo, pueden tener distintos órdenes de aproximación según sea el término de error 
debido al truncamiento a la hora de expresar las derivadas, y distintas posibilidades de discretización en cuanto a 
localización de las variables de cálculo en la malla. 

El métodos en diferencias finitas explícitas más utilizado ha sido el esquema MacCormack. Es un esquema de 
segundo orden de precisión en dos pasos que permite un tratamiento sencillo de los términos fuente. Los 
esquemas explícitos presentan en principio el inconveniente de requerir incrementos de tiempo muy pequeños en 
el proceso de cálculo para ser estables y, por lo tanto, son más caros computacionalmente hablando respecto los 
métodos implícitos, aunque esta desventaja se atenúa cuando el flujo es rápidamente variable. 

Entre los métodos en diferencias finitas implícitas destaca en primer lugar el esquema de Preissmann, también 
llamado esquema de los cuatro puntos, extensamente utilizado en ríos desde su formulación en los años 60. Es 
un esquema que proporciona resultados extraordinariamente precisos en régimen lento, con una gran velocidad 
de cálculo y que permite utilizar grandes incrementos de espacio y de tiempo. Los esquemas implícitos se han 
utilizado también para flujo rápidamente variable, aunque entonces el incremento de tiempo debe reducirse hasta 
valores similares a los de los esquemas explícitos para representar las discontinuidades con rigor. 

El método de los elementos finitos también se ha utilizado para la resolución de las ecuaciones de Saint Venant 
unidimensionales. Este necesita un elevado consumo de tiempo de cálculo (para problemas no lineales se deben 
utilizar las variantes más complejas del método) y la integración temporal se debe hacer igualmente en 
diferencias finitas. Por ello, junto con la sencillez de los contornos en una dimensión, hace que para el caso 
unidimensional este método no aporta ventajas considerables respecto de las diferencias finitas y sí más 
complejidad . 

A la hora de representar fenómenos reales de propagación de avenidas en ríos, frecuentemente ocurre que se 
encuentran discontinuidades en la solución en forma de resaltos hidráulicos o frentes de onda, es decir, el flujo 
ya no es gradualmente variable sino rápidamente variable. La aplicación sin más de los métodos mencionados 
puede dar problemas de estabilidad y oscilaciones no reales de la solución. En este caso se han empleado tres 
tipos de aproximación: 

1. Métodos de aislamiento del frente de onda (o Shock Fitting methods), consistentes en aislar la 
discontinuidad y tratarla como un contorno.Para poder aplicar estos métodos se debe conocer a priori la 
localización de la discontinuidad, lo que no suele suceder, por lo que a la práctica son inviables para 
problemas generales. 

 
2. Métodos con pseudo-viscosidad. Consisten en introducir un término artificial en las ecuaciones que aumenta 

la difusión, de manera que la discontinuidad desaparece. Su gran inconveniente es que el frente de onda se 
reparte entre los puntos cercanos de la malla afectando una zona más extensa que en la realidad y 
quitándole, por tanto, rigor a la solución. 

 

3. Métodos directos (o Shock capturing methods). Este tipo de métodos son capaces de localizar, simular y 
propagar las soluciones discontinuas sin necesidad de ninguna técnica especial gracias a la utilización en 
forma integral de las ecuaciones de Saint Venant y funcionan tanto para flujo gradualmente variable como 
para flujo rápidamente variable. 

 

De entre las tres aproximaciones anteriores, la tercera es claramente la deseable. Los esquemas clásicos en 
diferencias finitas y elementos finitos mencionados se han utilizado para desarrollar métodos directos, 
principalmente añadiendo términos de viscosidad artificial para estabilizar la solución. Sin ella, los métodos de 
segundo orden producen oscilaciones espurias en el entorno de las discontinuidades, que pueden llegar a dar 
problemas de estabilidad del cálculo y discontinuidades no reales. Por otro lado, los métodos de primer orden 
son demasiado poco precisos en las zonas de solución suave t suavizan las discontinuidades. La viscosidad 
artificial puede ser una manera de conseguir un esquema estable frente a una solución discontinua, pero 
representa un parámetro más a calibrar y, en el fondo, está cambiando las características del flujo y por tanto 
afecta la bondad de la solución. 
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3.2.1.1. Esquema de Preissmann (o de los cuatro puntos) 

El esquema implícito en diferencias finitas de Preissmann o esquema de los cuatro puntos es un esquema clásico 
utilizado por varios modelos comerciales, entre ellos Hec-Ras.. En este esquema se aproxima una función  

( , )f x t  cualquiera en un cierto punto P de ( , )x t  como (Figura 6 ): 

1 1
1 1( , ) (1 ) (1 ) (1 )i i i i

j j j jf x t f f f fθ ψ ψ θ ψ ψ+ +
+ +   = + − + − + −     

Mientras que para las las derivadas espaciales y temporales tenemos, respectivamente: 

1 1 1
1 1(1 )

i i i
j j j j

j j

f f f ff

x x x
θ θ

+ +
+ +− −∂ = + −

∂ ∆ ∆
 

1 1 1
1 1 (1 )

i i i
j j j j

i i

f f f ff

t t t
ψ ψ

+ +
+ +− −∂ = + −

∂ ∆ ∆
 

El parámetro θ  localiza el punto P de aproximación de las derivadas en el tiempo, mientras que ψ  lo hace en el 

espacio. En régimen subcrítico habitualmente se utiliza 0.5ψ =  y 0.6θ = ; en este tipo de régimen el método es 

incondicionalmente estable para 0.5 1.0θ≤ ≤ . 
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Figura 6  Esquema de Preissman o de los cuatro puntos 

Aplicando este esquema a las ecuaciones de Saint Venant para un tramo de cauce dividido en N  secciones, en 
cada una de las cuales tenemos dos incógnitas (caudal Q  y calado y ) se obtienen 2( 1)n−  ecuaciones. Se 

requieren por lo tanto otras dos ecuaciones, una en el extremo aguas arriba del tramo y otra en el extremo aguas 
abajo, para poder resolver el sistema. Estas dos ecuaciones pueden ser o bien las condiciones de contorno o, en 
caso de nodos donde confluyen tres canales, la ecuación de conservación de la energía. Las condiciones de 
contorno que se suelen emplear son, aguas arriba, los caudales de entrada (hidrogramas) y aguas abajo alguna 
condición de nivel conocido o relación nivel-caudal si es sección de control (azud, vertedero,...). 

Finalmente queda sistema pentadiagonal como: 
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donde  los coeficientes 1b  a 5b  son los resultantes de la discretización de la ecuación de continuidad, los 1c  a 5c  

provienen de discretizar la ecuación dinámica, los superíndices 1i +  indican el instante de tiempo siguiente 
(valores desconocidos) mientras los superíndices i  se refieren a un instante de tiempo conocido. El segundo 
subíndice hace referencia a la sección del río. 

3.2.1.2. Esquema de MacCormack 

El esquema de MacCormack es y ha sido uno de los más utilizados para la resolución de las ecuaciones de Saint 
Venant, tanto en una como en dos dimensiones. Es un esquema en dos pasos, predictor y corrector, de segundo 
orden de precisión tanto en el espacio como en el tiempo, cómodo de aplicar para sistemas de ecuaciones no 
lineales incluso con término independiente.  

El esquema en cada incremento de tiempo realiza dos pasos, uno con diferencias hacia delante y el otro hacia 
atrás, así el avance en un incremento de tiempo puede realizarse como: 

 

1

1

1

( )

( )

1
( )

2

P n n n n
i i i i i

C n P P P
i i i i i

n P C
i i i

t

x
t

x

−

+

+

∆= − − +
∆
∆= − − +
∆

= +

U U U U H

U U U U H

U U U

  

Es conveniente en cada incremento de tiempo ir alternando el orden de las diferencias en el predictor y el 
corrector. 

Los esquemas explícitos tienen un coste computacional pequeño en cada paso de tiempo, pero para ser estables 
es necesario trabajar con incrementos de tiempo también pequeños. Un análisis de estabilidad para esquemas 
explícitos (Gómez, 1988)(Abbott, 1979) a partir de la teoría de las características para soluciones contínuas lleva 
a la conclusión que dichos esquemas, para ser estables, deben cumplir la condición de Courant, que para las 
ecuaciones unidimensionales es:  

 
x

t
u c

∆∆ ≤
±

  

donde c es la celeridad de propagación de la onda que en el caso unidimensional responde a 
A

c g
b

=  

3.2.2 Esquemas unidimensionales “shock capturing” 

Este tipo de esquemas se desarrollaron en un principio para la resolución de problemas de dinámica de gases 
compresibles y se han utilizado luego para otros problemas como puede ser la resolución de las ecuaciones de 
Saint Venant. 

Como se ha dicho los métodos de segundo orden producen oscilaciones espurias en el entorno de las 
discontinuidades, que pueden llegar a dar problemas de estabilidad del cálculo y discontinuidades no reales 
mientras que los métodos de primer orden son poco precisos en las zonas de solución suave y suavizan las 
discontinuidades. 

Los esquemas shock capturing se basan en la técnica de discretización en volúmenes finitos y pueden ser de 
primer orden o de alta resolución. En estos últimos el orden de aproximación varía dependiendo de la suavidad 
de la solución. Se conocen como esquemas de alta resolución aquellos que cumplen: 

1. La solución numérica es al menos de segundo orden de precisión en las regiones suaves de la solución 
2. Producen soluciones numéricas libres de oscilaciones espúreas. 
3. Las discontinuidades suavizadas se concentran en una zona estrecha de tan solo uno o dos incrementos de 

espacio de la malla. 
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Figura 7   Influencia Rotura ideal de presa con esquemas clásicos (1r y 2º orden) y de alta resolución. 

El gran parecido entre las ecuaciones de Euler y las ecuaciones de Saint Venant para el flujo de agua en lámina 
libre propició que los métodos de alta resolución desarrollados para las primeras se adaptaran para la resolución 
de las segundas, tanto en una como en dos dimensiones.  

Los esquemas numéricos unidimensionales clásicos utilizan, para la discretización espacial, diferencias 
centradas, diferencias hacia delante o diferencias hacia atrás. Para poder incorporar en el esquema numérico las 
propiedades del fenómeno físico, los métodos de alta resolución utilizan los llamados esquemas upwind 
(contraviento o contracorriente), esquemas descentrados que utilizan el hecho que la información se propaga a 
lo largo de las líneas características para que los puntos involucrados en las derivadas espaciales involucren al 
dominio que físicamente influencia cada punto de cálculo. Para ello se utilizan derivadas espaciales hacia delante 
o hacia atrás dependiendo del sentido de propagación de la onda. 

Los esquemas de alta resolución para las ecuaciones del flujo en lámina libre son todavía un campo de 
investigación importante, y no están incorporados en los modelos comerciales. 

3.3 Esquemas cuasi-bidimensionales 

Para describir muchos fenómenos naturales como puede ser la inundación de una gran llanura, la confluencia de 
dos cauces, el cruce de dos corrientes de agua, el flujo en un cauce ancho e irregular, etc., la aproximación 
unidimensional deja de ser adecuada y por ello se desarrollaron primero los esquemas cuasi-bidimensionales, y 
luego los esquemas bidimensionales propiamente dichos. 

Los esquemas cuasi-bidimensionales fueron los primeros intentos de modelar la inundación de una zona llana a 
partir del desbordamiento de cauces principales. En ellos se aplican las ecuaciones de Saint Venant 
unidimensionales en un cauce principal, mientras que la llanura de inundación se representa mediante una serie 
de células de almacenaje. La modelación cuasi-bidimensional era la única que se podía pretender en un 
principio, debido a la poca capacidad y baja velocidad de los ordenadores antiguos. Hoy es posible utilizar 
esquemas numéricos más complejos, pero para algunos problemas de inundaciones por desbordamiento de 
cauces, y especialmente si se dispone de poca información topográfica, los esquemas cuasi-bidimensionales 
pueden representar todavía una aproximación práctica y de bajo coste, comparado con los esquemas 
verdaderamente bidimensionales. 

La simulación de la propagación en el cauce se efectúa resolviendo las ecuaciones de Saint-Venant. En el caso 
que nos ocupa, donde puede haber un caudal lateral de entrada, son: 
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y Q
b q

t x

∂ ∂+ =
∂ ∂

 

[ ]
2

0

Q Q y Q
gA q gA I I

t x A x A

 ∂ ∂ ∂+ + + = − ∂ ∂ ∂ 
 

donde y  es el calado, Q  el caudal, x  la abscisa de la sección, t  el tiempo, b  el ancho superficial, q  el 

afluente lateral por unidad de longitud, A  el área de la sección transversal, g  la gravedad, 0I  la pendiente del 

fondo e I  la pendiente motriz. 

 

Figura 8  Modelación cuasi-bidimensional 

Las llanuras de inundación se esquematizan mediante una serie de células de almacenamiento comunicadas entre 
ellas. Una célula puede estar conectada con otra o con una sección del cauce. La conservación de la masa (o 
ecuación de continuidad) para una célula viene dada por: 

( , )k
sk ki k i

i

z
A Q z z

t

∂
=

∂ ∑  

donde skA es el área superficial de la célula k, kz  y iz  las cotas de la lámina de agua en las células k  e i , y kiQ  

el caudal de transferencia entre dichas células. La variación del nivel de agua en una célula depende del caudal 
de transferencia desde el cauce y las células vecinas. Para las conexiones entre el cauce y las células se pueden 
utilizar distintas formulaciones como por ejemplo la fórmula de Manning o una ecuación tipo vertedero. Como 
ejemplo, en el primer caso quedaría: 

2 / 3 1/ 21
ki ki kiQ A Rh I

n
=  

donde kiA  y kiRH  son respectivamente el área y el radio hidráulico de la sección de transferencia entre el cauce 

o célula k y la i, n es el coeficiente de rugosidad de Manning e I  la pendiente de la lámina de agua. 

Modelos que incorporan la aproximación cuasi-bidimensional para llanuras de inundación son MIKE11, HEC-
RAS y GISPLANA. 
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Figura 9  Conexiones entre el río y las llanuras, y entres distintas celdas de las llanuras, en un modelo cuasi-2D. a) 
conexión tipo vertedero, b) conexión tipo río 

3.4 Modelos comerciales para régimen variable 1D 

De entre los modelos comerciales que mantienen la hipótesis de unidimensionalidad pero resuelven las 
ecuaciones de Saint Venant (régimen no permanente) destaca el MIKE 11 en propagación de avenidas, que tiene 
una serie de módulos que permiten distintas aproximaciones al fenómeno (régimen permanente, onda 
cinemática, onda difusiva y ecuaciones completas) y capacidad de modelar secciones compuestas y llanuras de 
inundación mediante células de almacenaje, así como azudes, pasos bajo vías y otras estructuras. Junto al 
módulo hidrodinámico se pueden utilizar otros módulos para el estudio de transporte de sedimentos y de calidad 
de aguas. MIKE 11 permite realizar la entrada de datos a partir de programas que utilizan Sistemas de 
Información Geográfica (GIS) y exportar los resultados hacia ellos. Por su lado, el modelo SOBEK, de Delft 
Hydraulics, para ríos canales y estuarios, bastante menos extendido, también permite la aproximación en 
régimen permanente o régimen variable y dispone de módulos adicionales para el estudio de calidad de aguas, 
intrusiones salinas, transporte de sedimentos y cambios morfológicos en ríos y estuarios. Finalmente, otro 
modelo unidimensional en régimen variable destacable es el  DAMBRK, de BOSS International, orientado al 
estudio de la formación y propagación de ondas de rotura de presas, con capacidades para modelar 
desbordamientos. HR Wallingford dispone del modelo unidimensional ISIS Flow, basado en el esquema de los 
cuatro puntos de Preissmann, pero que permite también utilizar los métodos hidrológicos de Muskingum y 
VPMC (Variable Point Muskingum-Cunge). Finalmente, el US Army corps of Engineers Hydrologic 
Engineering Centre desarrolló el modelo UNET, para flujo unidimensional, que utiliza un esquema en 
diferencias finitas implícitas de los cuatro puntos y es la base para la versión hidrodinámica del HEC-RAS. 
Como este tipo de modelos se basan en resolver las ecuaciones de Saint Venant, lo que en algunos casos, como 
es la formación de discontinuidades, puede ser complejo, su uso debe hacerse con cuidado, ya que aunque el 
modelo dé una solución, el usuario debe de asegurarse hasta que punto ésta es acorde con la realidad.  

4   Modelos de aguas someras bidimensionales  

4.1 Ecuaciones de aguas someras 2D 

Los modelos de aguas poco profundas 1D son adecuados para el estudio de flujos con un marcado carácter 
unidimensional, utilizándose básicamente para la modelización de ríos y canales en los cuales la geometría se 
puede definir por una línea o cauce longitudinal con una sección transversal asociada en cada punto. Cuando se 
pierde la unidimensionalidad de la geometría de estudio los modelos 1D dejan de ser eficientes por varias 
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razones. Primero porque el campo de velocidad deja de ser homogénea en toda la sección y por lo tanto se 
introducen errores importantes en las ecuaciones 1D, las cuales asumen una velocidad quasi-uniforme en 
sección. Segundo porque en problemas bidimensionales ya no es trivial definir la geometría de estudio mediante 
un cauce longitudinal con secciones transversales asociadas. Tercero porque la dirección del flujo deja de ser 
perpendicular a la sección, y ya no sólo es suficiente con calcular la velocidad media en la sección sino que 
también es importante saber si aparecen zonas de recirculación en planta.  

En la modelización de ríos puede ser necesario recurrir a un modelo 2D cuando existen meandros fuertes con 
llanuras de inundación importantes. En dichas geometrías, para el cálculo de aguas bajas se puede utilizar un 
modelo 1D, pero para el caudal de avenida la dirección del flujo deja de seguir el cauce principal, inundando las 
llanuras adyacentes para circular por el cauce de aguas altas, mucho más rectilíneo y ancho que el cauce 
principal. 

Otro caso en el que se debe recurrir a la modelización bidimensional en ríos es en el estudio de tramos cortos en 
los que existen ensanchamientos y estrechamientos de sección que pueden provocar, en función de las 
condiciones de calado y caudal, zonas de recirculación importantes (Figura 10 ). Estas zonas de recirculación , 
que también suelen aparecer para determinadas condiciones de marea en la desembocadura de ríos en estuarios, 
son importantes porque reducen la sección efectiva de desague, provocando un aumento de velocidad en el resto 
de la sección. Tienen importancia también en el transporte de sedimentos y sustancias solubles, las cuales 
pueden quedar atrapadas en estas zonas de aguas muertas. 

 

   

Figura 10  Zonas de recirculación en el ensanchamiento de un río (izquierda) y en el interior de 
una ría (derecha). 

A diferencia de los modelos 1D, en los que se trabaja con la velocidad media en la sección, y se asume que la 
dirección del flujo es perpendicular a esta, los modelos 2D trabajan con las dos componentes de la velocidad 
horizontal promediada en profundidad. Dichas componentes se definen como: 

s s

b b

Z Z

x yx y s bZ Z

1 1
U u  dz U u  dz h z z

h h
= = = −∫ ∫  

en donde h es el calado en cada punto del dominio estudiado, x yu  y u  son las dos componentes horizontales de 

la velocidad tridimensional, Ux y Uy son las dos componentes de la velocidad horizontal promediada en 
profundidad,  zb  es la elevación del fondo y zs es la elevación de la superficie libre. Por lo tanto, en los modelos 
2D se trabaja sobre un dominio bidimensional con 3 variables definidas en cada punto del dominio: el calado y 
las dos componentes de la velocidad horizontal. Las ecuaciones que rigen la evolución de dichas variables se 
conocen como ecuaciones de aguas someras promediadas en profundidad o ecuaciones de St. Venant 
bidimensionales, y se pueden expresar como: 
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en donde g es la aceleración de la gravedad, τs es la fricción en la superficie libre debida al rozamiento producido 
por el viento, τb es la fricción debido al rozamiento del fondo, ρ es la densidad del agua, Ω es la velocidad 
angular de rotación de la tierra, λ es la latitud del punto considerado, y τexx, τ

e
xy, τ

e
yy son las tensiones tangenciales 

efectivas horizontales. Las ecuaciones pueden además tener en cuenta el efecto de variaciones en la presión 
atmosférica, así como aportaciones puntuales o distribuidas de caudal. 

La deducción matemática de las ecuaciones de aguas poco profundas 2D se realiza promediando en profundidad 
las ecuaciones de Reynolds tridimensionales. En su derivación es necesario realizar ciertas simplificaciones. 
Concretamente, se asume una escala espacial vertical (profundidad) mucho menor que la escala horizontal 
(Figura 11 ), lo cual permite asumir una distribución de presión hidrostática. Al mismo tiempo se asume un 
campo de velocidad homogéneo en profundidad. La hipótesis de presión hidrostática se cumple razonablemente 
en el flujo en ríos, así como en las corrientes generadas por la marea en estuarios y zonas costeras. Asimismo, la 
hipótesis de distribución de velocidad uniforme en profundidad se cumple habitualmente en ríos y estuarios, 
aunque pueden existir zonas en las que dicha hipótesis no se cumpla debido a la presencia de flujos locales 
tridimensionales o a cuñas salinas. En estos casos se debe estudiar la extensión de dichas zonas y su posible 
repercusión en los resultados, pudiendo ser necesario recurrir a modelos localmente tridimensionales o a 
modelos bicapa en el caso de cuñas salinas. 

 

Figura 11  Separación de escalas horizontal (Ls) y vertical (Hs) en flujos poco profundos. 

En su forma más general, las ecuaciones de aguas someras bidimensionales pueden incluir los siguientes efectos: 

� Presión hidrostática 
� Pendiente del fondo  
� Rozamiento del fondo 
� Tensiones tangenciales viscosas  
� Tensiones tangenciales turbulentas 
� Rozamiento superficial por viento 
� Fuerza de Coriolis 
� Aportaciones puntuales o distribuidas de caudal (simulación de lluvia, infiltración, ...)  

A continuación se comentan algunos de estos efectos, así como su importancia en el desarrollo del flujo. 

4.2 Presión hidrostática y pendiente del fondo 

Son las fuerzas motrices que ponen en movimiento al fluido. Siempre es necesario tenerlas en cuenta en el 
cálculo. La correcta evaluación de la pendiente del fondo es fundamental en la precisión de los resultados 
numéricos, por lo que es muy importante disponer de una buena batimetría. Lo idóneo es disponer de cartografía 
digital con una resolución espacial suficiente. En los casos en los que únicamente se dispone de un número 
determinado de secciones tranversales es necesario interpolar entre secciones para obtener la cota del fondo en el 
resto del área de estudio.   
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4.3 Rozamiento del fondo 

La fricción del fondo produce una fuerza tangencial que se opone a la velocidad media. En los modelos 
bidimensionales la tensión de fondo se calcula en función de la velocidad media promediada en profundidad 
como: 

2

b fτ ρC U=  

en donde τb es el módulo de la fuerza de fricción de fondo, ρ es la densidad del agua, y Cf es un coeficiente de 
fricción de fondo. Existen diferentes expresiones que permiten aproximar el coeficiente de fricción Cf. La mayor 
parte de ellas asumen flujo uniforme en canal con un perfil logarítmico de velocidad en profundidad. Para su 
cálculo se puede distinguir entre régimen laminar, régimen turbulento liso y régimen turbulento rugoso. En 
general el régimen laminar nunca se produce, excepto en superficies muy lisas con láminas de agua muy 
pequeñas (del orden de centímetros o milímetros). Lo más habitual en hidráulica fluvial es que el régimen se 
turbulento rugoso. 

A diferencia de los modelos 1D, en los modelos 2D el radio hidráulico deja de definirse como area de la sección 
mojada entre perímetro mojado, ya que en 2D no tiene sentido el definir una sección transversal. Tomando una 
columna de fluido de anchura ∆x y calado h, el radio hidráulico se calcularía como: 

h
m

A h ∆x
R h

P ∆x
= = =  

Por lo tanto, en los modelos 2D es lo mismo hablar de radio hidráulico y de calado.  

4.3.1 Régimen turbulento liso 

En canales con superficie lisa o en ríos con flujo muy lento y fondo poco rugoso puede producirse régimen 
turbulento liso, aunque no es una situación frecuente. Se suele definir régimen turbulento liso cuando se cumple 
la siguiente relación:  

S f
S

K u
K 5

ν

+ = < . 

donde Ks es la altura de rugosidad de fondo y tiene unidades de longitud. En caso de sedimentos granulares es 
frecuente utilizar una expresión que relacione la altura de rugosidad con el diámetro del sedimento, como por 
ejemplo Ks = 2 D50. El coeficiente de fricción en este caso puede calcularse a partir de la siguiente ecuación 
implicita: 

1/2
f -1/2

f

4.2 h U
C 2.5Ln

C ν

−  
=  

 
 

4.3.2 Régimen turbulento rugoso 

Se suele definir régimen turbulento rugoso cuando se cumple la siguiente relación:  

S f
S

K u
K 70

ν

+ = >  

en este caso se obtiene la siguiente expresión para el coeficiente de fricción Cf  (ley de Keulegan): 

1/2
f

f S

U 11h
C 2.5Ln

u K
−  

= =  
 

 

4.3.3 Transición entre régimen turbulento liso y rugoso 

Cuando el flujo no cumple ninguno de los criterios anteriores, se puede utilizar una formulación que ligue las 
expresiones utilizadas para régimen turbulento liso y rugoso: 
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-1/2
1/2 S f

f
f

U K C ν
C 2.5Ln

u 11h 4.2 h U
−  

= = − + 
 

 

Para valores pequeños de Ks/h la expresión tiende a la utilizada para régimen turbulento liso, en cuyo caso el la 
tensión tangencial de fondo no depende de la rugosidad del fondo. Para valores grandes de Ks/h se obtiene la 
expresión utilizada en régimen turbulento rugoso, la fricción deja de depender de la viscosidad cinemática, y por 
lo tanto del número de Reynolds. 

4.3.4 Otras expresiones para régimen turbulento 

Manning y Strickler propusieron aproximar la ley de Keulegan como: 

1/ 6

1/2
f

S

h
C 8.1 

K
−  

=  
 

 

Por ser una aproximación de la ley de Keulegan, la fórmula de Manning-Strickler sólo es válida para régimen 
turbulento rugoso. Produce diferencias relativas inferiores al 5% para valores de h/Ks comprendidos entre 5 y 
400, y diferencias inferiores al 10% para valores de h/Ks comprendidos entre 4 y 800. 

Una manera alternativa de evaluar la fricción de fondo en régimen turbulento rugoso, que es la más utilizada en 
ingeniería fluvial, es la fórmula de Manning, la cual utiliza el coeficiente de Manning n como parámetro en vez 
de la altura de rugosidad: 

2

f 1/3

n
C g 

h
=  

Existe una diferencia conceptual importante entre la utilización del coeficiente de Manning o la altura de 
rugosidad como parámetro característico de la fricción de fondo. La altura de rugosidad esta ligada a la 
rugosidad del material que conforma el fondo. Como se ha visto, en el caso de sedimento granular se puede 
relacionar Ks con el tamaño medio del sedimento, en caso de hormigón con la rugosidad de su acabado, etc. Pero 
en cauces naturales existe otra causa que genera fricción de fondo, en algunos casos más importante que la 
rugosidad del sedimento, que son las formas de fondo o microtopografía. Constituyen prominencias y huecos en 
el fondo que por sus características y tamaño no llegan a estar definidos en la batimetría de trabajo. Esta 
microtopografía es una fuerza adicional de rozamiento que se opone al movimiento del fluido. Los coeficientes 
de Manning que se encuentran en manuales de ingeniería hidráulica incluyen este efecto, además del de la 
rugosidad del sedimento. Por esta razón la fórmula de Manning está especialmente indicada para su utilización 
en ríos.  

4.4 Tensiones efectivas: viscosidad, turbulencia y dispersión de velocidades 

Las tensiones efectivas horizontales que aparecen en las ecuaciones hidrodinámicas incluyen los efectos de las 
tensiones viscosas, de las tensiones turbulentas y de la dispersión debido a la no homogeneidad en profundidad 
del perfil de velocidad.  

e v
ij ij i j ijτ τ u' u' D= − +  

en donde τvij  son las tensiones viscosas, i ju' u'  son las tensiones turbulentas (también llamadas tensiones de 

Reynolds), y Dij son los términos de dispersión, que se definen como: 

( ) ( )s

b

Z

i jij i jZ

1
D U u  U u dz

h
= − −∫  

Los términos de dispersión se desprecian en las ecuaciones de aguas someras, debido a la imposibilidad de 
calcularlos de forma general. Su importancia será mayor cuanto menos uniforme sea el perfil de velocidad en 
profundidad. Una situación típica en la que estos términos pueden cobrar importancia es en canales con codos o 
radios de curvatura pequeños, así como en la confluencia de canales (Figura 12 ). 
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Figura 12   Flujos secundarios (izquierda) y perfil vertical de velocidad (derecha). Principales 
causas de los términos de dispersión. 

Las tensiones viscosas se calculan a partir de la viscosidad cinemática del fluido (ν) como: 

jv i
ij

j i

UU
τ ν

x x

 ∂∂
= +  ∂ ∂ 

 

En general, excepto cerca de las paredes y en flujo laminar, el efecto de las tensiones viscosas es despreciable. 

Las tensiones turbulentas son varios órdenes de magnitud mayores que las tensiones viscosas, especialmente en 
zonas de recirculación, en donde la producción de turbulencia es elevada. En el caso de las ecuaciones de aguas 
someras bidimensionales las tensiones turbulentas constituyen 3 nuevas incógnitas a calcular, que sumadas al 
calado y a las velocidades Ux, Uy produce un total de 6 incógnitas. Esto es lo que se conoce como problema de 
cierre de la turbulencia, porque es necesario resolver un conjunto de 3 ecuaciones con 6 incógnitas. Debido a 
ello, es necesario utilizar un modelo de turbulencia que permita calcular dichas tensiones turbulentas. La mayoría 
de los modelos de turbulencia calculan los términos de difusión turbulenta a partir de la siguiente expresión: 

i j i
t

j j j

u u U
ν

x x x

 ∂ ∂∂− =   ∂ ∂ ∂ 
 

en donde νt es la viscosidad turbulenta o de remolino, que se calcula mediante un modelo de turbulencia para 
aguas poco profundas. 

4.5 Rozamiento superficial por viento 

La fuerza de rozamiento realizada por el viento sobre la superficie libre se suele calcular a partir de la velocidad 
del viento a 10 metros de altura mediante un coeficiete de arrastre como: 

2 2s a a
* 10 10

τ ρ ρ
u C  V

ρ ρ ρ
= =  

Donde ρa es la densidad del aire, ρ es la densidad del agua y V10 la velocidad del viento a 10 metros de altura.  El 
coeficiente de arrastre C10 depende de la rugosidad de la superficie libre (oleaje). Para condiciones de poco 
oleaje el coeficiente de arrastre C10 toma valores en torno a C10 ~ 3.10-3. Teniendo en cuenta que la densidad del 
aire es aproximadamente 3 órdenes de magnitud inferior a la del agua, se obtiene la siguiente relación 
aproximada para la fricción por viento: 

6 2s
10

τ
3 10  V

ρ

−≈ ⋅  

Aunque con este término se tiene en cuenta el efecto de la fuerza del viento sobre la columna de agua, es 
importante tener en cuenta que en presencia de vientos fuertes, se pueden generar gradientes de velocidad en 
profundidad importantes, con velocidades superiores cerca de la superficie. Incluso pueden llegar a producirse 
recirculaciones en el plano vertical, las cuales no pueden ser resueltas por un modelo de aguas someras. 



 

 

19 

 

4.6 Aportaciones de caudal 

En algunos problemas es necesario modelar el efecto de un aporte puntual o distribuido de caudal en el área de 
estudio. Algunos ejemplos de aportes puntuales son el vertido de un colector o emisario a un río, o el aporte de 
caudal de un afluente no incluido en la modelización. El caudal de agua aportado por la lluvia en una tormenta 
puede ser importante en ciertos problemas, en ese caso se trataría de un aporte de caudal distribuido.  También 
pueden producirse detracciones de caudal, por ejemplo debido a procesos de infiltración o por la presencia de 
una toma de agua. Todos estos fenómenos se pueden considerar en las ecuaciones de aguas someras de forma 
sencilla, simplemente mediante la introducción de un término fuente o sumidero en las ecuaciones de aguas 
someras.  

4.7 Análisis dimensional de las ecuaciones de aguas someras 

Para un problema dado, la importancia relativa de los diferentes términos implicados en las ecuaciones de aguas 
someras 2D se puede determinar mediante análisis dimensional de las ecuaciones. Si se adimensionalizan las 
ecuaciones de aguas someras se obtienen los siguientes ratios adimensionales: 

b o l t
f t

U 1 H U U L U L
F T R R R

C L ΩL ν νgh
= = = = =  

los cuales hacen referencia respectivamente a la fuerza de presión (F), a la fuerza de rozamiento del fondo (Tb), a 
la fuerza de Coriolis (Ro), a las tensiones tangenciales laminares (Rl) y a las tensiones tangenciales turbulentas 
(Rt). La importancia relativa de las fuerzas asociadas a cada número adimensional es inversamente proporcional 
a la magnitud de dicho número, i.e. cuanto mayor sea un número adimensional, menor será el efecto de la fuerza 
asociada a dicho número. Así, para un número de Reynolds laminar elevado, el flujo es turbulento y las fuerzas 
laminares pierden importancia en el desarrollo del flujo. De igual manera, la importancia de las tensiones 
turbulentas en la velocidad media dependerá de la magnitud del número de Reynolds turbulento, el cual depende 
de la viscosidad turbulenta.  

La fuerza de presión hidrostática (F) siempre es importante, ya que es la que pone en movimiento al fluido. 
Según la expresión de Tb, la importancia de la fricción del fondo crece en flujos poco profundos, y pierde 
importancia a medida que aumenta la relación entre el calado y la dimensión horizontal.  

La fuerza de Coriolis sólo es importante en flujos en los que el número de Rossby (Ro) sea elevado, i.e. en flujos 
con una longitud característica grande y con velocidades muy pequeñas. Para velocidades del orden de cm/s, es 
necesario que la escala de longitud horizontal sea del orden de Kilómetros, mientras que para velocidades del 
orden de m/s son necesaras distancias del orden de cientos de Kilómetros para que la fuerza de Coriolis tenga 
importancia en el desarrollo del flujo.  

En lo que respecta a las tensiones tangenciales, en flujos turbulentos la viscosidad turbulenta es varios órdenes 
de magnitud superior a la viscosidad laminar, por lo que las tensiones laminares siempre pueden despreciarse. La 
importancia relativa de las tensiones turbulentas frente al resto de términos depende del número de Reynolds 
turbulento (Rt), que representa la relación entre fuerzas convectivas y fuerzas turbulentas. Su valor depende de la 
relación entre velocidad media y turbulencia en el flujo. 

4.8 Condiciones de contorno 

En un problema bidimensional es necesario distinguir entre dos tipos de contornos: abiertos y cerrados. Los 
contornos cerrados, también llamados contornos de tipo pared, son impermeables, no permitendo el paso del 
fluido a través de ellos. Además, la presencia del contorno tipo pared genera una fuerza de rozamiento lateral en 
el fluido, de manera similar a la fricción ejercida por el rozamiento del fondo. En general en ingeniería 
hidráulica, y especialmente en ingeniería fluvial, la superficie de contacto con los contornos laterales es mucho 
menor que la superficie de contacto con el fondo debido a la separación entre escalas horizontal y vertical 
(Figura 11 ), por lo que la fuerza de rozamiento en los contornos de pared se puede despreciar. En este caso se 
impondría una condición de deslizamiento libre en los contornos cerrados. En problemas en los que la dimensión 
horizontal y vertical son similares (canales de sección muy estrecha) esta fuerza de rozamiento puede tener cierta 
importancia en el desarrollo del flujo, aunque en general la influencia es pequeña. En cualquier caso, si se quiere 
tener en cuenta el efecto del rozamiento lateral se puede introducir una condición de contorno tipo fricción, que 
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consiste en imponer una fuerza tangencial en dirección opuesta al flujo en el contorno. Existen varias maneras de 
evaluar e implementar dicha fuerza. Una forma sencilla consiste en mayorar de manera artificial el coeficiente de 
Manning en las zonas pegadas a las paredes, de forma que aumente el rozamiento total en dichas zonas, 
mediante la siguiente expresión: 

2 3

pared

h
n 1 n

∆x
 = + 
 

 

en donde n es el coeficiente de Manning, npared es el coeficiente de Manning mayorado, y ∆x es la anchura de la 
zona influenciada por el rozamiento de la pared. 

En los contornos abiertos se pueden imponer diferentes tipos de condiciones de contorno. Para que las 
ecuaciones de aguas someras bidimensionales estén bien planteadas desde el punto de vista matemático, el 
número de condiciones a imponer en los contornos abiertos depende de si se trata de un contorno de entrada o de 
salida de flujo, así como del tipo de régimen en el contorno (rápido/lento). Se demuestra matemáticamente que 
para que el problema esté bien planteado el número de condiciones de contorno a imponer en cada caso es el 
siguiente: 

Tipo de 
contorno 

Régimen 
Número de 
condiciones 

Contorno 
Entrada 

Supercrítico 3 

Subcrítico 2 

Contorno 
Salida 

Subcrítico 1 

Supercrítico 0 

 

Las condiciones concretas a imponer pueden ser calado, módulo de la velocidad o dirección del flujo. Lo más 
habitual es que el flujo discurra en régimen lento en todo el tramo modelado, en cuyo caso es necesario imponer 
dos condiciones de contorno aguas arriba y una aguas abajo. Típicamente aguas abajo se impone el calado, o 
nivel de la superficie libre, mientras que aguas arriba se impone el módulo de la velocidad y la dirección del 
flujo. También es habitual introducir aguas arriba el caudal total de entrada (m3/s) en vez del módulo de la 
velocidad. En dicho caso, a falta de datos más precisos se suele realizar una distribución del caudal unitario 
(m2/s) en el contorno de entrada, según la siguiente expresión: 

5/3

n 5/3

h
q Q

h dy
=
∫

 

en donde qn es el caudal unitario (m2/s) normal en cada punto del contorno de entrada, y Q es el caudal total de 
entrada por dicho contorno. La integral en el denominador se extiende a lo largo de todo el contorno 
considerado. Otras condiciones utilizadas habitualmente en los contornos abiertos son las siguientes: 

� Calado constante en espacio y variable tiempo 
� Altura de la superficie libre constante en espacio y variable tiempo 
� Gradiente del calado nulo en dirección perpendicular al contorno 
� Gradiente de la superficie libre nulo en dirección perpendicular al contorno 
� Calado crítico 

4.9 Frentes seco-mojado 

La modelización de zonas inundables, así como del movimiento del frente de marea en estuarios y zonas 
costeras, es fundamental en problemas de hidráulica medioambiental. Las ecuaciones de aguas someras 
bidimensionales están especialmente indicadas para modelar y evaluar la extensión de zonas inundables en ríos, 
así como el movimiento del frente de marea en estuarios y zonas costeras. Son problemas en los que 
generalemente el carácter bidimensional de la geometría es importante en el desarrollo del flujo. En este tipo de 
problemas es necesario permitir que las diferentes zonas del área de estudio puedan tener agua o no en función 
de las condiciones del flujo. Entre las zonas secas y las zonas inundadas, aparece un frente seco-mojado que es 
necesario tratar adecuadamente desde un punto de vista numérico para evitar la aparición de inestabilidades y 
oscilaciones no físicas en la solución. 
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Numéricamente, y de forma simplificada, un frente seco-mojado se puede representar mediante un pequeño 
escalón en el fondo (Figura 13 ). En función de la altura de la lámina libre se permite o no el avance del frente 
hacia las zonas secas.  

         

Figura 13  Descripción esquemática de la evolución de un frente seco-mojado. 

Este tipo de tratamiento de los frentes seco-mojado ha sido utilizado con éxito tanto para la modelización de 
procesos estacionarios como no estacionarios, siendoparticularmente útil para la simulación de zonas inundables 
en ríos y zonas costeras, así como para el cálculo de la evolución del frente de marea. 

4.10 Mallas de cálculo 

La resolución de las ecuaciones de aguas someras 2D pasa por la utilización de métodos numéricos. La 
descripción de los numerosos métodos y esquemas numéricos existentes queda fuera del alcance de este artículo. 
Valga decir que para resolver numéricamente las ecuaciones de flujo es necesario discretizarlas en una malla 
bidimensional. Independientemente del esquema numérico utilizado, las mallas en que se discretizan las 
ecuaciones se pueden clasificar de forma general en mallas estructuradas y mallas no estructuradas. Se podría 
realizar una clasificación más detallada de las mismas, pero para los propositos de este artículo la anterior 
clasificación es suficiente.  

Las mallas estructuradas bidimensionales están formadas por elementos cuadrangulares ordenados en filas y 
columnas, de forma que cualquier elemento quede perfectamente identificado por un par de índices (i,j). La 
principal ventaja de las mallas estructuradas es su eficiencia desde el punto de vista numérico, tanto en lo que se 
refiere a la programación de algoritmos como al orden de precisión. Tienen el inconveniente de ser difícilmente 
adaptables a geometrías muy irregulares, como es el caso de los cauces fluviales. Este problema se solventa en 
algunos casos mediante el uso de coordenadas curvilíneas o mediante mallas estructuradas por bloques.  

Las mallas no estructuradas están formadas por elementos de cualquier forma. En mallas bidimensionales lo más 
habitual es utilizar elementos triangulares, pudiéndose utilizar asimismo elementos cuadrangulares en zonas con 
una geometría más regular. Su principal ventaja es la facilidad con que se adaptan a cualquier geometría, ya que 
no es necesario que la malla tenga ningún tipo de organización o estructura interna. Esta característica las hace 
especialemente indicadas para su utilización en hidráulica fluvial. 

    

Figura 14  Ejemplos de malla no estructurada (izquierda) y estructurada por bloques (derecha).. 
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5   Aplicaciones 
Se presentan algunos casos reales de estudio en modelo numérico en régimen variable en una dimensión y 
también en dos dimensiones donde se pone de manifiesto la necesidad de estas aproximaciones. Todas las 
aplicaciones presentadas se han realizado con modelos propios desarrollados por el grupo GIAMA de la 
Universidade da Coruña y el Grupo Flumen de la Universitat Politécnica de Catalunya. En ambos grupos existen 
desde hace años líneas de investigación en modelación numérica del flujo de agua en ríos.  

En cuanto a modelación bidimensional, el grupo GIAMA ha desarrollado el modelo Turbillon mientras que el 
grupo Flumen ha desarrollado el modelo CARPA. Ambos son modelos basados en la técnica de los volúmenes 
finitos, con capacidad para la correcta simulación de flujos discontínuos (frentes de onda, resaltos hidráulicos). 
Ambos modelos permiten trabajar con mallas irregulares, que representa una ventaja a la hora de representar 
correctamente geometrías también irregulares como son las de los ríos optimizando el número de elementos y se 
integran en interfaces gráficas de entrada de datos y salida de resultado amigables. 

El modelo Turbillon destaca por su capacidad de modelación de la turbulencia, para lo cual incorpora distintos 
modelos de turbulencia. El modelo CARPA permite una modelación integrada 1D - 2D, se ha integrado en un 
entorno de pre y post-proceso que permite utilizar datos y exportar resultados en formato GIS y presenta un 
módulo hidrológico de cálculo de lluvia-caudal que incorpora distintos procesos de pérdidas. Actualmente existe 
un convenio de colaboración entre las dos universidades para continuar con el desarrollo conjunto de ambos 
modelos. 

5.1 Aplicación de régimen variable 1D: Aeropuerto de Barcelona 

En este apartado se describe brevemente el estudio hidráulico en régimen variable realizado para el diseño de la 
red de drenaje de aguas pluviales de la Ampliación del Campo de Vuelo en el Aeropuerto de Barcelona [2].  

El Aeropuerto de Barcelona, es singular desde el punto de vista del drenaje de pluviales, por el régimen de 
precipitaciones elevadas que sufre, por estar situado en una zona muy plana y a cotas muy bajas y, desde un 
punto de vista de escorrentía superficial, por constituir una isla hidrológica. En la actualidad la zona 
aeroportuaria permite que, para episodios de lluvia importantes, se almacenen grandes volúmenes de agua en sus 
zonas más deprimidas, agua que posteriormente es evacuada mediante las estaciones de bombeo existentes. 

La red de drenaje contemplada en el Proyecto de Ampliación del Campo de Vuelo define tres cuencas 
independientes: Cuenca Oeste, Cuenca Central y Cuenca Este, con una estación de bombeo por tornillos de 
Arquímedes para cada una (3.3, 7 y 8.75 3 /m s respectivamente). El diseño de la red de drenaje se ha realizado 
considerando régimen no permanente gradualmente variable, mediante el programa Quabis desarrollado por la 
sección de Ingeniería Hidráulica e Hidrológica, que permite una modelación cuasi-bidimensional   (esquema de 
Preissmann). Hoy el estudio se podría hacer con Hec-Ras. 

La gran longitud de los canales y su reducida pendiente, la elevada intensidad de la lluvia de proyecto, y las 
posibilidades de bombeo conducen a que  sólo sea posible con un esquema que permita un importante 
almacenamiento del agua de lluvia durante el episodio y posterior evacuación por bombeo. 

Los canales tienen un el papel fundamental para almacenaje de agua durante la lluvia y la laminación del caudal 
(caudales punta de entrada a la red de drenaje de 43, 114 y 102 3 /m s y caudals máximos de salida de 3.3, 7.0 y 

8.75 3 /m s respectivamente en las tres cuencas). El cálculo también ha puesto de manifiesto que los niveles de 

agua en las zonas más alejadas de las estaciones de bombeo son indiferentes a la capacidad de bombeo (no se  
puede sustituir volumen de almacenamiento por mayor capacidad de bombeo).  
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Figura 15  División del Aeropuerto en tres cuencas 
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Figura 16   Red de canales para el drenaje de pluviales del Aeropuerto. 
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Figura 17  Resultados del cálculo en niveles de agua en distintos puntos de la Cuenca Central 
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Hidrogramas Canal C1 T=25
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Figura 18  Resultados del cálculo en hidrogramas de caudal en distintos puntos de la Cuenca Central 

5.2 Evaluación de zonas inundables en la cuenca del río Louro 

En este ejemplo se presentan los resultados de la evaluación de zonas inundables asociadas a un período de 
retorno de 500 años en la cuenca del río Louro (provincia de Pontevedra). La Figura 19  muestra una vista 
general de la zona de estudio con los principales cauces que la atraviesan. El estudio de inundabilidad de la 
cuenca consta de dos fases: un estudio hidrológico en el cual se determina el caudal asociado a un período de 
retorno de 500 años, y un estudio hidráulico en el cual se evalúan las zonas inundadas por dicho caudal. El 
estudio hidrológico se realizó con el modelo de simulación hidrológica HEC-HMS (Hydrologic Modeling 
System) para análisis de procesos lluvia-escorrentía. El estudio hidráulico se llevó a cabo mediante un modelo de 
aguas someras bidimensional. 

     

Figura 19  Cauce principal y afluentes del río Louro en la zona de estudio. 
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El dominio espacial considerado en el modelo numérico tiene una longitud de 8 Km y una anchura de 4 Km, 
cubriendo una superficie de 32 Km2 (Figura 20 ). La discretización espacial se realiza mediante una malla no 
estructurada, compuesta por 36851 nodos de cálculo. Dicho dominio se ha elegido de forma que la extensión de 
las zonas inundables no esté condicionada por los límites espaciales del dominio de cálculo.  

Observando la topografía de la zona de estudio (Figura 20 ), se pueden distinguir claramente tres zonas extensas 
que se expanden lateralmente al cauce principal, y que constituyen las llanuras de inundación. Dichas zonas 
están unidas por tramos cortos de cauce encajonados sin llanuras laterales.  

         

Figura 20  Batimetría y malla de cálculo utilizada en el modelo numérico. 

Por no disponer del hidrograma completo de avenida, el cálculo hidráulico se ha realizado en régimen 
estacionario, considerando como caudal de cálculo el pico del hidrograma. Se han considerado tres subcuencas 
para imponer las condiciones de contorno en el modelo numérico. Pare ello se han definido 3 contornos de 
entrada, cada uno en su correspondiente subcuenca, y se han impuesto los caudales correspondientes a un 
período de retorno de 500 años para cada subcuenca (66.8 m3/s, 87.1 m3/s y 629.3 m3/s). Este planteamiento se 
queda del lado de la seguridad, ya que aguas abajo de la confluencia de las tres subcuencas el caudal total será la 
suma de los caudales asocidados a cada subcuenca, i.e. 783.2 m3/s. Este valor es sensiblemente superior (casi un 
20% superior) al caudal de cierre total de la cuenca calculado en el estudio hidrológico. Esto es debido a que los 
picos de caudal correspondientes al hidrograma de cada subcuenca no llegan al mismo tiempo a la confluencia, y 
por lo tanto el pico de caudal aguas abajo de la confluencia es inferior a la suma de los tres picos por separado. 
El caudal impuesto en cada contorno de entrada se distribuye en toda la sección de entrada de manera 
proporcional a la profundidad en cada punto del contorno, imponiendo un mayor caudal unitario en las zonas 
más profundas. El contorno de salida coincide con la desembocadura del río Louro en el río Miño. En la sección 
de salida se impone la elevación de la superficie libre zs=10m constante en todo el contorno, la cual es superior a 
la máxima cota de avenida registrada desde la construcción de los principales embalses en el río Miño. 

Se considera un coeficiente de Manning de n=0.08 constante en toda la cuenca, el cual es un valor promedio 
entre el correspondiente a cauces con escasa vegetación (a las cuales se les puede asignar un coeficiente de 
Manning n=0.04), y el correspondiente a zonas rugosas con vegetación muy densa (a las cuales se les puede 
asignar un coeficiente de Manning  del orden de n=0.10), comprobándose además la sensibilidad de los 
resultados al coeficiente de Manning adoptado. 
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Figura 21  Nivel de la lámina de agua (izquierda) y calados (derecha). 

 

Figura 22  Perfil longitudinal de la lámina de agua y cota del fondo a lo largo del cauce 
principal del río Louro. 

5.3 Modelo 2D de la desembocadura del río Lérez 

El río Lérez desemboca en la ría de Pontevedra. A su paso por la ciudad de Pontevedra, e incluso en tramos 
situados más aguas arriba, el calado y las velocidades se encuentran condicionados por el nivel de marea en la ría 
de Pontevedra. Con el fin de estimar la capacidad de arrastre de sedimentos del río en condiciones de avenida, se 
ha modelado el flujo en un tramo del río Lérez de aproximadamente 1Km de longitud. La sección transversal del 
río en dicho tramo es variable, con anchuras del cauce comprendidas entre 65m y 125m. La profundidad alcanza 
valores del orden de 11m de calado en las zonas más profundas con mareas vivas. 

En este caso concreto, para caudales medios y elevados predomina el caudal del río sobre el caudal de marea. 
Aunque el nivel de la lámina libre sigue estando condicionado por la marea, la velocidad de la corriente está 
dirigida hacia aguas abajo durante todo el ciclo de marea, pudiéndose considerar que toda el agua en el tramo es 
agua dulce, i.e. no existe cuña salina en la zona estudiada.  
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Figura 23  Río Lérez. Batimetría zb(m) (izquierda). Velocidad en bajamar Vmod(m/s) (centro). 
Diámetro crítico de arrastre D50(mm) (derecha). 

La discretización espacial se realiza mediante una malla no estructurada compuesta por 12827 nodos de cálculo, 
cubriendo una superficie total de 105728 m2. La Figura 23 muestra la batimetría utilizada en el modelo 
numérico.  

En el contorno aguas arriba se impone el caudal total que entra en el tramo proveniente del río Lérez. Se estudian 
las condiciones de flujo correspondientes a la avenida máxima anual media (Qmax,medio=354.3 m3/s). Dicho caudal 
se distribuye en toda la sección de entrada de manera proporcional a la profundidad en cada punto del contorno, 
imponiendo un mayor caudal unitario en las zonas más profundas. Se impone además la condición de velocidad 
de entrada perpendicular al contorno de entrada.  

En la sección de salida se impone la elevación de la superficie libre zs constante en todo el contorno, la cual 
viene dada por el nivel de marea. A falta de datos más precisos, se ha tomado un período de marea de 12 horas 
(la marea en la ría de Pontevedra es fundamentalmente semidiurna) con una carrera de marea igual a la máxima 
observada (4.23m), la cual incluye componentes astronómica y meteorológica. Se toma como elevación mínima 
la suma del nivel mínimo astronómico registrado (0.07m) más el residuo meteorológico mínimo para un período 
de retorno de 20 años (-0.60m), obtenido a partir de métodos estadísticos extremales (nivel mínimo = 0.07 - 0.60 
= -0.53m). 

En la Figura 23 se muestran los campos de velocidad en condiciones de bajamar para el caudal de cálculo. Al 
contrario que en situaciones en las que domina el caudal de marea frente al caudal del río, donde las corrientes 
máximas se producen en marea entrante/saliente, en este caso las máximas velocidades se producen en bajamar, 
cuando los calados y la sección mojada del río son mínimos. En pleamar el calado aumenta, disminuyendo la 
velocidad necesaria para desaguar el caudal de cálculo.  

A partir del campo de velocidades se han calculado las tensiones de fondo mediante la fórmula de Manning. A 
partir de dichas tensiones en cada punto del modelo, se evalúa el diámetro de sedimento no cohesivo que es 
capaz de soportar dicha tensión sin que se produzca transporte de fondo, utilizando para ello el ábaco de Shields. 
Asumiendo régimen turbulento rugoso, se calcula el diámetro crítico como: 
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en donde D50 es el diámetro crítico capaz de soportar la tensión de fondo τb sin que se produzca arrastre de 
sedimentos, Ψc es la tensión crítica de Shields adimensional, ρs es la densidad del sedimento, ρ es la densidad del 
agua, y g es la aceleración de la gravedad. En la Figura 23 se muestra, para condiciones de bajamar, el diámetro 
crítico calculado a partir de la ecuación anterior. Como puede apreciarse, para avenidas medias existen zonas del 
tramo en las que se producirá transporte de sólidos incluso superiores a 20mm, mientras que en otras zonas 
donde la sección es más ancha el sólido estable es encuentra en torno a los 2mm. 

5.4 Rotura de balsa de riego en Montoliu de Segre 

Se calcula la propagación producida por la posible rotura de una balsa de riego, para determinar el riesgo que el 
núcleo urbano de Montoliu sea alcanzado, así como los calados, velocidades, y velocidad de propagación de la 
inundación. La balsa de Montoliu tiene un volumen de agua de 2450003m  y una profundidad de 5m . Se supone 
la balsa llena en el instante inicial y que, de repente, se rompe una parte de la presa provocando una brecha de  
de 45m  de ancho. La zona de estudio se ha discretizado con una malla no estructurada formada por 5041 
cuadriláteros (Figura 24 ). 

En la Figura 25 se presenta una secuencia de la mancha de inundación en distintos instantes de tiempo. Se puede 
observar como el calado en la presa va disminuyendo al transcurrir el tiempo, mientras la inundación se va 
propagando por el territorio. También se observa como el pueblo de Montoliu no es alcanzado por la inundación, 
que se desvía hacia el oeste del mismo. 

 

 

 

Figura 24   Topografía, situación de la balsa y del pueblo de Montoliu (izquierda) y malla 
utilizada en el cálculo (derecha) 
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Figura 25  Calados (izquierda) y velocidad (derecha) en distintos instantes.  
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